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Telah diturunkan karakteristik tensor−λ dan rapat entropi metrik Kerr. Tensor−λ diturunkan 
berdasarkan formulasi Borgiel dengan mentransformasikan metrik Kerr ke dalam ruang Klein 
berdimensi tinggi. Dari hasil tersebut diperoleh ketiga tensor−λ yang berbeda dan memenuhi 
simbol Segree G[III]. Hal itu mengindikasikan bahwa metrik Kerr dalam ruang Klein 
berdimensi tinggi tidak konsisten dengan penambahan suku muatan dan potensial nonskalar. 
Sedangkan rapat entropi diturunkan dengan menggunakan jalinan Weyl scalar invariant. Dari 
hasil tersebut, rapat entropi hanya bergantung pada kecepatan angular per satuan massa. 
 




The λ −tensor characteristic and entropy density of Kerr metric have been derived. The derived 
of λ −tensor based on Borgiel formulation which transformating Kerr metric to higher 
dimension of Klein space. This result showed that all of these λ −tensor were different and 
looked like Segree symbol G[III]. The conclusion of this result indicated that Kerr metric on 
higher dimension of  Klein space was not consistent with addition a charge element and 
nonscalar potential. While the entropy density was  formulated by using Weyl scalar invariant 
relation. This result indicated that entropy density just depend on the unit of angular velocity 
divided by mass scale. 
 








teori ini dalam memprediksikan keadaan fisis di 
alam sangatlah menarik dengan skala peristiwa dari 
sistem galaxi sampai dinamika alam semesta 
tampak
[9][24][25][26][27]
. Relativitas umum menyajikan 
beberapa prediksi seperti presesi orbit planet 
Merkurius, pembelokan cahaya akibat medan 
gravitasi objek angkasa bermassa besar, adanya 
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gelombang gravitasi, singularitas ruangwaktu, 
adanya materi gelap, energi gelap, ekspansi 
dipercepat dan yang lainnya
[1][7][32][33]
.   
 
Aplikasi teori gravitasi Einstein yang paling umum 
salah satu contohnya yaitu pada solusi medan 
gravitasi simetri bola statik yang telah diselesaikan 
oleh Schwarzschild
[2][17][18][19][21]
.  Pengembangan 
dari solusi Schwarzschild dengan mengikutsertakan 
tambahan peran suku muatan diekspresikan melalui 
solusi Reisner-Nordstrom, sedangkan untuk medan 
gravitasi berotasi simetri aksial stasioner 
dipaparkan melalui metrik Kerr. Metrik Kerr 
memiliki beberapa keunikan dibanding metrik-
metrik lain di antaranya yaitu adanya ergosphere, 
cakrawala peristiwa luar, cakrawala peristiwa 
dalam dan singularitas cincin yang tidak dimiliki 
metrik-metrik lain
[2][14][15][16][17][18]
.   
 
Sifat-sifat unik metrik Kerr dapat pula dilihat dari 
karakteristik tensor−𝜆-nya[13]. Tensor−𝜆 adalah 
metode matematika yang memberi karakter ruang 
setelah meninjau elemen bukan diagonal dari 
metrik tinjauan lalu diperkurangkan dengan 
kombinasi-kombinasi tensor metrik (supermetrik). 
Secara umum, dari segi bentuk persamaan, 
tensor−𝜆 memiliki kemiripan dengan persamaan 
karakteristik pada matriks biasa
[2][6][28][22][29][32]
. Jika 
tensor−𝜆 adalah konstanta maka ruang adalah 
datar. Selanjutnya jika ruang datar berdasarkan 
jalinan luasan cakrawala peristiwa maka rapat 
entropinya adalah nol. Sedangkan untuk ruang fisis 
tak datar maka tensor−𝜆 adalah sebuah fungsi. 
Bilamana dilakukan operasi lebih lanjut, maka 
kelengkungan Gauss, potensial, hadirnya muatan, 
gelombang gravitasi yang menjalar ke dimensi 
tinggi bisa dikerjakan terbalik menuju metrik 
sebenarnya jika memenuhi aturan-aturan Petrov-
Pirani
[1][5][6][26]
.   
 
Riset mengenai aplikasi tensor−𝜆 telah beberapa 
kali dilakukan oleh fisikawan lain dengan metode 








menggunakan analisis tensor−𝜆 untuk mencari 
kesesuaian tambahan suku seperti muatan pada 
metrik berdasarkan simbol Segree dan tipe 
tensor−𝜆. Simbol Segree adalah simbol yang 
menggambarkan kesamaan dan ketidaksamaan dari 
seluruh tensor−𝜆 serta memberi ciri khusus pada 
metrik tinjauan. 
 
Riset mengenai hubungan antara metrik dengan 
entropi telah diteliti oleh beberapa fisikawan 
seperti Sujay Kumar Modak
[20]
 yang meneliti 
lubanghitam BTZ (Banados-Teitelboim-Zanelli) 
dengan pendekatan penerobosan. Nan Li, Xiao-
Long Li dan Shu-Peng Song
[10]
 telah meneliti 
hubungan antara tensor Weyl dengan rapat entropi 
lubanghitam Schwarzschild dan Reisner-
Nordstrom lima dimensi. Wei Xu, Jia Wang dan 
Xin-he Meng
[11]
 meneliti tentang hubungan entropi 
dan aplikasinya pada metrik Gauss-Bonnet. K. 
Ghaderi, B. Malokalkalami
[4]
 meneliti tentang sifat 
termodinamika lubang hitam Schwarzschild dan 
Reisner-Nordstrom dengan mempertimbangkan 
pengaruh semesta latar, sedangkan tensor−𝜆 pada 
ruangwaktu Schwarzschild soliton telah diteliti 
oleh Musavvir Ali dan Zafar Ahsan
[30]
 . Penelitian 
tentang rapat entropi dan karakteristik tensor−𝜆 
metrik Kerr dari tensor Weyl belum diteliti 
sebelumnya sehingga inilah yang menjadi alasan 
dilakukannya penelitian ini. 



















Picture 1. The schem for obtained  of 𝜆 −tensor 
 
Hubungan antara tensor Weyl Scalar Invariant 
dengan Kretschman Scalar Invariant mengikuti 
persamaan Nanl-Li
[3][6][8][10]
 yang secara eksplisit 
dituliskan sebagai berikut: 
 
𝐶𝜇𝜈𝜆𝜌 𝐶
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 𝑛−1 (𝑛−2)
𝑅2                           (1) 
 
atau juga dapat didefinisikan tensor Riemann 
peringkat-4 yang memiliki hubungan dengan tensor 
Weyl. Jalinan antara tensor Riemann dan tensor 




𝑅𝜆𝜇𝜈𝜌 = 𝐶𝜆𝜇𝜈𝜌 −
1
2
 𝑔𝜆𝜌 𝐵𝜇𝜈 + 𝑔𝜇𝜈 𝐵𝜆𝜌 − 𝑔𝜆𝜈 𝐵𝜇𝜈 −
𝑔𝜇𝜌 𝐵𝜆𝜈  −
1
12
𝑅 𝑔𝜆𝜌 𝑔𝜇𝜈 − 𝑔𝜆𝜈 𝑔𝜇𝜌                       (2) 
Tensor Weyl memiliki sifat simetri yang sama 
dengan tensor Riemann. Jika dituliskan dalam 
notasi matematika maka didapatkan jalinan serupa 
identitas Bianchi. 
 
𝐶𝜆𝜇𝜈𝜌 = −𝐶𝜇𝜆𝜈𝜌 = −𝐶𝜆𝜇𝜌𝜈 = 𝐶𝜈𝜌𝜆𝜇               (3) 
 
𝐶𝜆𝜇𝜈𝜌 + 𝐶𝜆𝜈𝜌𝜇 + 𝐶𝜆𝜌𝜇𝜈 = 0                            (4) 
 




𝑗 = 𝜆𝑔𝑖𝑗 𝑉
𝑗                                                 (5) 
 
 𝑇𝑖𝑗 − 𝜆𝑔𝑖𝑗  𝑉
𝑗 = 0                                          (6) 
 
di mana  nilai eigen 𝜆 adalah solusi dari persamaan 
 𝑇𝑖𝑗 − 𝜆𝑔𝑖𝑗  = 0. Dengan mengubah label indeks 
tensor peringkat empat menjadi indeks tensor 
seperti  peringkat dua maka tensor Weyl dapat 
ditulis  
 
𝐶𝜆𝜇𝜈𝜌 → 𝐶𝐴𝐵                                                     (7) 
 
di mana 𝐴 →  𝜆𝜈  dan  𝐵 =  𝜈𝜌 . Sedangkan 
dalam transformasi ke ruang Klein diperkenalkan 
supermetrik yang berbeda peringkat dengan metrik 
dalam perumusan standar. 
 
𝛾𝐴𝐵 → 𝑔𝜆𝜇𝜈𝜌 = 𝑔𝜆𝜈 𝑔𝜇𝜌 − 𝑔𝜆𝜌 𝑔𝜇𝜈                   (8) 
 
Jika diterapkan pada tensor Weyl dan kombinasi 
metrik atau supermetrik , persamaan (6) akan 
menjadi 
 
 𝐶𝐴𝐵 − 𝜆𝛾𝐴𝐵 𝑊
𝜈𝜌 = 0                                    (9) 
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Tabel 1.  Hubungan antara indeks 𝐴 dan 𝜇𝜈 
 
Jika diambil basis serupa metrik Minkowski maka 
semua 𝛾𝐴𝐵  tidak lenyap didapatkan diagonal dari 
tensor yang menggunakan jalinan supermetrik. 
 
𝛾𝐴𝐵 = 𝑑𝑖𝑎𝑔 −1, −1, −1,1,1,1                      (10) 
 
Dengan meninjau komponen metrik Kerr dan 
menerapkan persamaan (8) didapatkan supermetrik 
untuk semua komponen diagonal metrik Kerr. 
 






                                  (11) 
𝛾22 = −𝜌
2  1 −
2𝑚𝑟
𝜌2
                                  (12) 











         −
4𝑚 2𝑟2𝑎2 sin 4 𝜃
𝑐2𝜌2














𝑚𝑟𝑎2 sin2 𝜃 sin2 𝜃     (16) 
𝛾66 = 𝜌






𝑚𝑟𝑎2 sin2 𝜃 sin2 𝜃    (17) 
 
Sedangkan untuk tensor Weyl didapatkan tensor 
Weyl yang tak lenyap yakni sebagai berikut: 
 
𝐶1010 , 𝐶2020 , 𝐶3030 , 𝐶1212 , 𝐶1313 , 𝐶1020 , 𝐶1023 ,  
𝐶1031 , 𝐶2013 , 𝐶2023 , 𝐶1323 , 𝐶2323  
 
selanjutnya dari jalinan Matrix Pirani akan 
ditentukan tipe dari tensor−𝜆. 
 
𝑀𝑖𝑘 = 𝐶0𝑖0𝑘𝑁𝑖𝑘 =
1
2
𝜖𝑖𝑚𝑛 𝐶0𝑘𝑚𝑛         (18) 
𝑀11 = 𝐶0101 𝑁11 =
1
2
 𝐶1023 − 𝐶1032   
         = 𝑅0123                                               (19) 
𝑀22 = 𝐶0202 𝑁22 = 𝐶0231                     (20) 
𝑀33 = 𝐶0303        𝑁33 = 𝐶0312         (21) 
𝑀12 = 𝐶0102 𝑁12 = 𝐶011 2         (22) 
𝑀13 = 𝐶0103 𝑁13 = 𝐶0331         (23) 
𝑀23 = 𝐶0203 𝑁23 = 𝐶0331 𝑁32 = 𝑅0212        (24) 
 
Dari jalinan di atas, selanjutnya akan dicari 
tensor−𝜆 melalui determinan Matriks 
 
 
𝑀𝑖𝑘 − 𝜆𝛿𝑖𝑘 + 𝑖𝑁𝑖𝑘 𝑁𝑖𝑘
0 −(𝑀𝑖𝑘 − 𝜆𝛿𝑖𝑘 + 𝑖𝑁𝑖𝑘)
 = 0       (25) 
 
 𝑀𝑖𝑘 − 𝜆𝛿𝑖𝑘 + 𝑖𝑁𝑖𝑘  = 0        (26) 
 
 
di mana– (𝑀𝑖𝑖 + 𝑁𝑖𝑖 ) = 0 dan 𝑎 adalah jumlahan 
dari tensor Weyl maka tiga tensor−𝜆 berbeda 
didapatkan secara eksplisit yaitu: 
 
𝜆1 = − 𝑅0101 + 𝑖𝑅0123   
     = − 𝐶0101 + 𝑖𝐶0123                                  (27) 
 









1  +  𝑔22 −Γ00
2 Γ11














1  +  𝑔22 −Γ03
2 Γ12
2  +
                𝑔33 Γ02
3 Γ13
3  +  𝑔03 Γ02
0 Γ13
3          (28) 
 
𝑨                                 𝝁𝝂 
1                                   01 
2                                   02 
3                                   03 
4                                   23 
5                                   31 
6                                   12 
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1  +  𝑔22 −Γ00
2 Γ22














1  +  𝑔22 −Γ03
2 Γ21





3                                      (29) 
 
𝜆3 = −  𝑔11 Γ03
1 Γ30
1  +  𝑔22 Γ03
2 Γ30
2          (30) 
 
Dari sajian tensor−𝜆, maka bisa ditentukan tipe 
dari tensornya.  
Tipe I: tiga tensor−𝜆 berbeda. 
Tipe II: dua tensor−𝜆 sama dan satunya berbeda. 
Tipe III: tiga tensor−𝜆 sama. 
 








Picture 2. The scem for obtained entropy density 
Berdasarkan formulasi Nan-Li
[10]
, persamaan rapat 
entropi dapat dieksplisitkan seperti jalinan di 
bawah ini: 
𝑆 𝑏ℎ𝑛 = ∫ 𝐶𝜇𝜈𝛼𝛽 𝐶
𝜇𝜈𝛼𝛽  𝑑𝑉4 
         = ∫ 𝐶𝜇𝜈𝛼𝛽 𝐶
𝜇𝜈𝛼𝛽 𝑟3  𝑔𝑟𝑟   𝑑𝑟 𝑑Ω3
2       (31) 
𝑆 𝑏ℎ𝑛 = ∫ 𝐶𝜇𝜈𝛼𝛽 𝐶
𝜇𝜈𝛼𝛽  𝑑𝑉4 
          = 2𝜋2∫ 𝐶𝜇𝜈𝛼𝛽 𝐶
𝜇𝜈𝛼𝛽 𝑟3  𝑔𝑟𝑟   𝑑𝑟         (32) 
𝑆 𝑏ℎ𝑛 =
2𝜋2 ∫ 𝑚2 𝑟2 − 𝑎2 cos2 𝜃  𝜌4 − 16𝑎2𝑟2 cos3 𝜃  
𝜌12
 
             𝑟3  𝑔𝑟𝑟   𝑑𝑟                                        
         =
2𝜋2 ∫𝑚2 𝑟2 − 𝑎2 cos2 𝜃  𝜌4 − 16𝑎2𝑟2 cos2 𝜃  
𝜌12
 
            𝑟3  
𝜌2
Δ
  𝑑𝑟                                          (33) 
Rapat entropi secara eksplisit unntuk syarat kondisi 




3 2𝐺𝑀 2 𝑟4
 𝑟5 𝑟 − 2𝐺𝑀  + 𝐶         (34) 
 
Jika diambil kondisi cos2 𝜃 = 1 atau 𝜃 = 0 






   
𝑎2 + 𝑟2
𝑟2
 315𝑎10 ln 𝑟 +  𝑎2 + 𝑟2  − 128 
𝑎2 + 𝑟2
𝑟2










  144 
𝑎2 + 𝑟2
𝑟2






















  315 
𝑎2 + 𝑟2
𝑟2
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4 Diskusi 
Tensor−𝜆 metrik Kerr sangat sulit diselesaikan jika 
menghitung tanpa menggunakan formulasi Pirani-
Petrov
[1]
 mengingat metrik Kerr memiliki 
komponen selain diagonal utama. Pada hasil akhir 
dapat dilihat bahwa ketiga tensor−𝜆 berbeda. 
Implikasi hasil ini adalah keunikan metrik Kerr 
dalam ruang Klein.  
Berdasarkan metode deduksi dengan melihat hasil 
sebelumnya
[1][12][13][30]
, metrik dengan dua tensor−𝜆 
sama dan satu tensor−𝜆 berbeda dimiliki oleh 
metrik simetri bola atau metrik yang memiliki 
kemungkinan modifikasi dengan tambahan suku 
potensial semesta latar, potensial quintessence dan 
suku muatan.  
Metrik Kerr dalam ruang Klein tidak konsisten 
dengan penambahan suku muatan, penambahan 
potensial semesta latar. Sehingga, dari analisis 
tensor−𝜆, bisa diketahui konsisten tidaknya metrik 
dengan penambahan potensial semesta latar dan 
penambahan suku muatan serta modifikasi metrik 
yang mungkin. Hasil ini mungkin saja berkaitan 
dengan teori Kaluza-Klein yang menyatakan bahwa 
beberapa hukum fisis di alam jika ditinjau dalam 
dimensi tinggi tidak lagi bisa ditinjau sebagai 
hukum fisis yang sama dan mungkin saja muncul 
sebagai riak dari salah satu gaya di dimensi tinggi. 
Sedangkan rapat entropi yang didapatkan dari 
formulasi Nan-Li sangatlah  kompleks untuk kasus 
di mana sudut juga berperan. Formulasi yang 
didapatkan lebih seperti sebuah penskalaan entropi 
dalam ruang dimensi tinggi
[31]
. Formulasi ini hanya 
benar dalam ruang lebih dari empat. Serta proposal 
Penrose ini (yang merupakan inti dari penelitian 
Nan-Li) belum memiliki landasan yang terlalu 
kokoh
[31]
. Namun secara umum dari formulasi Nan-
Li, rapat entropi yang didapatkan hanya bergantung 
secara eksplisit pada jari-jari dan kecepatan angular 
per satuan massa.  
5 Kesimpulan 
Adapun yang menjadi kesimpulan dalam penelitian 
ini yaitu: 
1. Telah ditemukan ketiga tensor– 𝜆 dalam ruang 
Klein dimensi tinggi. Bentuk implisitnya dapat pada 
persamaan (28-30). 
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2. Telah dirumuskan rapat entropi berdasarkan 
jalinan Weyl Scalar Invariant yang ditentukan 
berdasarkan persamaan (34) untuk kasus di mana 
konstanta integrasi, kecepatan angular per satuan 
massa sama dengan nol dan peran sudut tidak 
disertakan. Sedangkan persamaan (35) menentukan 
rapat entropi untuk kasus dimana peran sudut 
disertakan serta kecepatan angular persatuan 
massa tidak sama dengan nol.  
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